Calculo |

Humberto José Bortolossi

Departamento de Matematica Aplicada
Universidade Federal Fluminense

Aula 20
16 de junho de 2009

Aula 20 Calculo |



Na ultima aula

Aula 20 Calculo |



O Teorema de Weierstrass

Teorema

Sejam f: D — C uma fungdo e A um subconjunto do dominio D.
Se A= [a, b] é um intervalo fechado e limitado e f é continua em A,
entao f possui pelo menos um ponto de minimo global e pelo menos
um ponto de maximo global em A.
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A regra de Fermat

Teorema

Sejam f: D — C e A um subconjunto do dominio D. Se p é um
extremo local de f em A, f é diferenciavel em p e p é ponto interior
de A, entdo p é um ponto critico de f, isto &,

(p) =O.
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Classificando pontos criticos
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Cuidado!

A reciproca da regra de Fermat é falsal!
Nem todo ponto critico de uma fungéo é extremo local da fungéo.
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Cuidado!

p = 0 ¢ ponto critico de y = f(x) = x3 (pois f'(p) = f(0) = 0),
mas p = 0 nao é um extremo local de fem A=TR.
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Precisamos de um classificador de
pontos criticos!
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O teste da derivada primeira

Teorema

Sejam f: D — C, A um subconjunto do dominio D e p é um ponto
critico de f no interior de A.
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O teste da derivada primeira

Teorema

Sejam f: D — C, A um subconjunto do dominio D e p é um ponto

critico de f no interior de A.

(1) Se f'(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
proximo de p e f(x) < 0 para todo x a direita de p e
suficientemente proximo de p, entéo
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O teste da derivada primeira

Teorema

Sejam f: D — C, A um subconjunto do dominio D e p é um ponto

critico de f no interior de A.

(1) Se f'(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
proximo de p e f(x) < 0 para todo x a direita de p e
suficientemente proximo de p, entdo p é ponto de maximo local
de femA.
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O teste da derivada primeira

Teorema

Sejam f: D — C, A um subconjunto do dominio D e p é um ponto

critico de f no interior de A.

(1) Se f'(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
proximo de p e f(x) < 0 para todo x a direita de p e
suficientemente proximo de p, entdo p é ponto de maximo local
de femA.

f'(x)>0 f'(x)<0
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O teste da derivada primeira

Teorema

(2) Se f'(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p e f(x) > 0 para todo x a direita de p e
suficientemente préximo de p, entao
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O teste da derivada primeira

Teorema

(2) Se f'(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p e f(x) > 0 para todo x a direita de p e
suficientemente préximo de p, entdo p é ponto de minimo local
de fem A.
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O teste da derivada primeira

Teorema

(2) Se f'(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p e f(x) > 0 para todo x a direita de p e
suficientemente préximo de p, entdo p é ponto de minimo local
de fem A.
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O teste da derivada primeira

Teorema

(8) Se f'(x) > 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f/(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entao
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O teste da derivada primeira

Teorema

(8) Se f'(x) > 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f/(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entdo p ndo é ponto de minimo local nem ponto de
maximo local de f em A.
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O teste da derivada primeira

Teorema

(8) Se f'(x) > 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f/(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entdo p ndo é ponto de minimo local nem ponto de
maximo local de f em A. Neste caso dizemos que p € um ponto
de sela de f em A.
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O teste da derivada primeira

Teorema

(8) Se f'(x) > 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f/(x) > 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entdo p ndo é ponto de minimo local nem ponto de
maximo local de f em A. Neste caso dizemos que p € um ponto
de sela de f em A.

YA

Xy
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O teste da derivada primeira

Teorema

(4) Se f'(x) < 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f/(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entao

Aula 20 Calculo |



O teste da derivada primeira

Teorema

(4) Se f'(x) < 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f/(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entdo p ndo é ponto de minimo local nem ponto de
maximo local de f em A.
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O teste da derivada primeira

Teorema

(4) Se f'(x) < 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f/(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entdo p ndo é ponto de minimo local nem ponto de
maximo local de f em A. Neste caso dizemos que p € um ponto
de sela de f em A.
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O teste da derivada primeira

Teorema

(4) Se f'(x) < 0 para todo x a direita de p e suficientemente préximo
de p e f/(x) < 0 para todo x a esquerda de p e suficientemente
préximo de p, entdo p ndo é ponto de minimo local nem ponto de
maximo local de f em A. Neste caso dizemos que p € um ponto
de sela de f em A.

YA
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugao.

Aula 20 Calculo |



Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) =
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) =3x% -9
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f/(x) = 3x% —9 = 3(x? — 3).
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da
derivada
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da 0 ° 0

derivada

Aula 20 Calculo |



Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da 0 ° 0

derivada

Como, no ponto critico p = —/3, o sinal da derivada muda de + para —
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da 0 ° 0

derivada 5 Y
Como, no ponto critico p = —/3, o sinal da derivada muda de + para —,
segue-se que p = —v/3 é um ponto de maximo local de f em R.
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da 0 ° 0

derivada 5 Y
Como, no ponto critico p = —/3, o sinal da derivada muda de + para —,
segue-se que p = —/3 é um ponto de méximo local de f em R. Como, no

ponto critico p = ++/3, o sinal da derivada muda de — para +
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da 0 ° 0

derivada 5 Y
Como, no ponto critico p = —/3, o sinal da derivada muda de + para —,
segue-se que p = —/3 é um ponto de méximo local de f em R. Como, no

ponto critico p = ++/3, o sinal da derivada muda de — para +, segue-se que
p = ++v/3 é um ponto de minimo local de f em R.
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da 0 ° 0

derivada 5 Y
Como, no ponto critico p = —/3, o sinal da derivada muda de + para —,
segue-se que p = —/3 é um ponto de méximo local de f em R. Como, no

ponto critico p = +/3, o sinal da derivada muda de — para +, segue-se que
p = +v/3 é um ponto de minimo local de f em R. Note que estes extremos
nao sao globais
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 — 9 x e classifique-os
como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) = 3x? — 9 = 3(x? — 3). Vamos estudar o sinal da
derivada:

Sinal da 0 ° 0

derivada 5 Y
Como, no ponto critico p = —/3, o sinal da derivada muda de + para —,
segue-se que p = —/3 é um ponto de méximo local de f em R. Como, no

ponto critico p = +/3, o sinal da derivada muda de — para +, segue-se que
p = ++/3 é um ponto de minimo local de f em R. Note que estes extremos
nao sao globais, pois

lim f(x)=4+0c0 e lim f(x) = —o0.

X——+00 X——00
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Exemplo: y = f(x) =

A funcéo f possui apenas extremos locais em A: p = —+/3 é ponto de méximo local
e g = +/3 é ponto de minimo local de f em A.
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solucéo.
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugéo. Temos que f'(x) =
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugéo. Temos que f/(x) = 3x2 —12x + 12
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugéo. Temos que f/(x) = 3x% —12x + 12 = 3(x — 2)2.
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugao. Temos que f'(x) = 3x2 — 12x + 12 = 3 (x — 2)2. Vamos estudar o
sinal da derivada:

Aula 20 Calculo |



Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugao. Temos que f'(x) = 3x2 — 12x + 12 = 3 (x — 2)2. Vamos estudar o
sinal da derivada:

Sinal da
derivada
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugao. Temos que f'(x) = 3x2 — 12x + 12 = 3 (x — 2)2. Vamos estudar o
sinal da derivada:

Sinal da c 0
2

derivada
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugao. Temos que f'(x) = 3x2 — 12x + 12 = 3 (x — 2)2. Vamos estudar o
sinal da derivada:

Sinal da c 0

derivada

2

Como, no ponto critico p = 2, o sinal da derivada ndo muda
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Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x3 - 6x2+12x —7 e
classifique-os como ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de sela.

Solugao. Temos que f'(x) = 3x2 — 12x + 12 = 3 (x — 2)2. Vamos estudar o
sinal da derivada:

Sinal da c 0

derivada

2

Como, no ponto critico p = 2, o sinal da derivada ndo muda, segue-se que
p =2 éum ponto de sela de f em R.
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Exemplo: y = f(x) =x°—-6x+12x—-7,A=R

A funcéo f ndo possui apenas extremos locais nem extremos globais em A.
O ponto critico p = 2 € um ponto de sela de f.

N R
x
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Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.
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Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo.
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Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugéo. Ja vimos que f'(x) = (x + 1) &*.
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Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugdo. Ja vimos que f/(x) = (x + 1) . Também ja estudamos o sinal da
derivada de f:
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Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugdo. Ja vimos que f/(x) = (x + 1) . Também ja estudamos o sinal da
derivada de f:

Sinal da ° 0

derivada
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Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugdo. Ja vimos que f/(x) = (x + 1) . Também ja estudamos o sinal da
derivada de f:

Sinal da ° 0

derivada

1

Assim, p = —1 é o Unico ponto critico de f.

Aula 20 Calculo |



Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugdo. Ja vimos que f/(x) = (x + 1) . Também ja estudamos o sinal da
derivada de f:

Sinal da ° 0

derivada

1

Assim, p = —1 € o Unico ponto critico de f. Como, no ponto critico p = —1,
o sinal da derivada muda de — para +
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Exercicio

Calcule os pontos criticos de y = f(x) = x €* e classifique-os como
ponto de maximo local, ponto de minimo local ou ponto de sela.

Solugdo. Ja vimos que f/(x) = (x + 1) . Também ja estudamos o sinal da
derivada de f:

Sinal da ° 0

derivada

1

Assim, p = —1 € o Unico ponto critico de f. Como, no ponto critico p = —1,
o sinal da derivada muda de — para +, concluimos pelo teste da derivada
primeira que p = —1 é ponto de minimo local de f em R.
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