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Como fazer um bom esboco do grafico
de uma funcao?
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Cuidado: usar tabelas pode nao ser suficiente!
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Usando célculo para fazer esbocos de
graficos de fungoes
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(1) Dominio da fungao.

(2) Intersecao do grafico da fungdo com os eixos coordenados.
(3) Simetrias: fungéo par, fungéo impar, funcao periédica.

(4) Assintotas horizontais e verticais.

(5) Pontos onde a fungao nao é derivavel.

(6) Intervalos de crescimento e decrescimento.

(7) Maximos e minimos locais.

(8) Concavidade e pontos de inflexao.
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(1) Dominio da funcao

O dominio de f é
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(1) Dominio da funcao

,
1=

Odominiode fé D={x cR | x> — 1 #0}
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(1) Dominio da funcao

5
f(x)==
X1

Odominiode féD={xecR|x?—1#0}=R—{-1,1}.
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(2) Intersegao com os eixos coordenados
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(2) Intersegao com os eixos coordenados

A intersecéo do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se
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(2) Intersegao com os eixos coordenados

A intersecao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0.
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(2) Intersegao com os eixos coordenados

N
1=
x -1

A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0
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(2) Intersegao com os eixos coordenados

,
1=

A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto
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A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0, 0).
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A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
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(2) Intersegao com os eixos coordenados

N
1=
x -1

A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0,0). A intersegdo do grafico com o eixo x é obtida fazendo-se
f(x)=0.
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(2) Intersegao com os eixos coordenados

N
1=
x -1

A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0,0). A intersegdo do grafico com o eixo x é obtida fazendo-se
f(x) = 0. Mas

f(x)=0
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(2) Intersegao com os eixos coordenados

N
1=
x -1

A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0,0). A intersegdo do grafico com o eixo x é obtida fazendo-se
f(x) = 0. Mas
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x)=0 = 21

=0

Aula 22 Calculo |



(2) Intersegao com os eixos coordenados

N
1=
x -1

A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0,0). A intersegdo do grafico com o eixo x é obtida fazendo-se
f(x) = 0. Mas

2 x?

f(x) =
x)=0 = 21

=0 = x=0.
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(2) Intersegao com os eixos coordenados

,
f(x)==
X -1

A intersegéao do grafico com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Como f(0) = 0, segue-se que o grafico
de f intercepta o eixo y no ponto (0,0). A intersegdo do grafico com o eixo x é obtida fazendo-se
f(x) = 0. Mas

2x?
21 =0 = x=0.
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Logo, o grafico de f intercepta o eixo x também no ponto (0, 0).
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(3) Simetrias
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(3) Simetrias
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(3) Simetrias
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1=

2(—x)?
(=x)2 -1

Como f(—x) =
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(3) Simetrias

,
1=

2(—x)? 2 x?
Como f(—x) = = =21
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(3) Simetrias

,
1=

2(—x)>? 2x?
Como f(—x) = (7)(()2 11 =2_1- f(x),vx € D
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(3) Simetrias

,
1=

)2 2
2(00° 2% f(x),¥x € D, concluimos que a fungéo f & par.

Como f(*X) = (7)()7271 X2 _1
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(3) Simetrias
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)2 2
Como f(—x) = :)(()72)(11 = x§{1 = f(x),¥x € D, concluimos que a fungdo f é par. Logo, o seu

grafico é simétrico com relagéo ao eixo y.
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(3) Simetrias
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1=

)2 2
Como f(—x) = :)(()72)(11 = x§{1 = f(x),¥x € D, concluimos que a fungdo f é par. Logo, o seu

grafico é simétrico com relagéo ao eixo y. A fungéo f ndo é impar
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(3) Simetrias

,
1=

)2 2
Como f(—x) = :)(()72)(11 = x§{1 = f(x),¥x € D, concluimos que a fungdo f é par. Logo, o seu

grafico é simétrico com relagéo ao eixo y. A funcéo f nao é impar, pois f(—2) = 8/3 # —8/3 = —£(2).
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(4) Assintotas
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Vamos determinar primeiro as assintotas horizontais.
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Vamos determinar primeiro as assintotas horizontais. Como

lim f(x)=

X—+00
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Vamos determinar primeiro as assintotas horizontais. Como

2x?
lim f(x)= lim
X—00 () x—+o00 X2 — 1
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concluimos que a reta y = 2 é uma assintota horizontal do grafico de f.
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(4) Assintotas

,
1=

Como o denominador da fungéo é zero quando x = —1 ou x = 1, as candidatas a assintota vertical
sdoasretasx=—-1ex=1.
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(4) Assintotas

y
2
1 1
f(x)= 2
x -1
Como o denominador da fungéo é zero quando x = —1 ou x = 1, as candidatas a assintota vertical
sdo as retas x = —1 e x = 1. Agora, como
fim 2% _ iim 2% _ fim 2% _ im 2% _
x—1t x2—1 x—1- X2 —1 xo—tt X2 —1 x——1- X2 — 1

la 22 Calculo |



(4) Assintotas

y
2
1 1
f(x)= 2
x -1
Como o denominador da fungéo é zero quando x = —1 ou x = 1, as candidatas a assintota vertical
sdo as retas x = —1 e x = 1. Agora, como
im 2 _ iim 2% fim 2% iim 2%
= o0 = = =
x—1+ X2 —1 x—1- X2 —1 x——1+ X2 — 1 x——1- X2 —1

la 22 Calculo |



(4) Assintotas

y
2
1 1
f(x)= 2
x -1
Como o denominador da fungéo é zero quando x = —1 ou x = 1, as candidatas a assintota vertical
sdo as retas x = —1 e x = 1. Agora, como
im 2 _ iim 2% fim 2% iim 2%
—_ = 00, = — = =
x—1+ X2 —1 T ox—1- x2 -1 x——1+ X2 — 1 x——1- X2 —1

la 22 Calculo |



(4) Assintotas

y
2
1 1
f(x)= 2
x -1
Como o denominador da fungéo é zero quando x = —1 ou x = 1, as candidatas a assintota vertical
sdo as retas x = —1 e x = 1. Agora, como
m 2X__ iim 2% fim 2% iim 2%
= + o0, = — 00, = — 0 =
x—1+ X2 —1 T ox—1- x2 -1 Tox—-1t X2 — 1 x——1- X2 —1

Calculo |




(4) Assintotas

y
2
1 1
f(x)= 2
x -1
Como o denominador da fungéo é zero quando x = —1 ou x = 1, as candidatas a assintota vertical
sdo as retas x = —1 e x = 1. Agora, como
m 2X__ iim 2% fim 2% im 2% _
5 5 — 00, = — 00, = — 00, = oo
x—1+ X2 —1 T ox—1- x2 -1 Tox—-1t X2 — 1 T ox——1- X2 -1

Calculo |




(4) Assintotas

f(x)= 2
x -1
Como o denominador da fungéo é zero quando x = —1 ou x = 1, as candidatas a assintota vertical
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(5) Pontos onde a fungao nao é derivavel

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

f é crescente em (-00,-1)
f é crescente em (-1,0)
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(5) Pontos onde a fungao nao é derivavel

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

A fungéo f é derivavel como subtracao, multiplicagao e divisao de fungdes derivaveis.
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(5) Pontos onde a fungao nao é derivavel

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

A fungéo f é derivavel como subtragao, multiplicagao e divisao de func¢des derivaveis. Logo, o grafico
de f ndo possui “bicos” e nem pontos onde a reta tangente é vertical.
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(6) Crescimento e decrescimento

Temos que f'(x) =
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(6) Crescimento e decrescimento

Temos que f'(x)

HE
e T T
A t 1
'(X)=2
I
4x)(x®2-1)—-(2x?)(2x —4x
= (x2)71§2 )(2x) = e O estudo do sinal da derivada nos da
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(6) Crescimento e decrescimento

v
PP P PP PUPOPOPUE FOPOON 2 —
1
1(x)=2
[ 1]
(4x)(x®—=1) = (2x2)(2x) —4x . . ,
Temos que f'(x) = oZ_1) = e O estudo do sinal da derivada nos d&
Sinal da 0 ~ 0 ~ ° ~ °
derivada
-1 0 +1
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(6) Crescimento e decrescimento

HE
PP P PP PUPOPOPUE FOPOON 2 —
1 1
5 : =2
T
(4x)(x®—=1) = (2x2)(2x) —4x . . ,
Temos que f'(x) = oZ_1) = e O estudo do sinal da derivada nos d&
Sinal da 0 ~ 0 ~ ° ~ °
derivada
-1 0 +1

Assim, f é crescente em (—oo, —1), f é crescente em (—1,0), f é decrescente em (0,1) e f é decres-
cente em (1, 4+00).
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(5) Crescimento e decrescimento

A
: 1 é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)
2 o
; x
1 i1
{ é crescente em (-00,-1) =2
f é crescente em (-1,0) : : X1
[ 1]
4x)(x2-1) - (2x3)(2x —4x . . ,
Temos que f'(x) = (#x)( 2) (2 )(2x) = 5- O estudo do sinal da derivada nos da
(x2—1) (x2—-1)
Sinal da 0 ~ 0 ~ ° ~ °
derivada
-1 0 +1

Assim, f é crescente em (—oo, —1), f é crescente em (—1,0), f é decrescente em (0,1) e f é decres-
cente em (1, 4+00).

Calculo |

Aula 22



(7) Maximos e minimos locais

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1
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(7) Maximos e minimos locais

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

Sinal da 0 0 ° °

derivada
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(7) Maximos e minimos locais

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

Sinal da 0 0 ° °

derivada

1 0 +1

Vimos no item anterior que o Unico ponto critico de f é p = 0.
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derivada

1 0 +1

Vimos no item anterior que o Unico ponto critico de f é p = 0. Como, em p = 0, o sinal da derivada
muda de + para —, concluimos pelo teste da derivada primeira que p = 0 é ponto de maximo local de f
em D.
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(8) Concavidade e pontos de inflexao

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

f é crescente em (-00,-1)
f é crescente em (-1,0)
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(8) Concavidade e pontos de inflexao

Temos que f’(x) =

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

f é crescente em (-00,-1)
f é crescente em (-1,0)
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(8) Concavidade e pontos de inflexao

Temos que ()

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

f é crescente em (-00,-1)
f é crescente em (-1,0)

|

_ (P - 1)7) - (—4x)2(x* —1)2x)

(@ = 1)

Aula 22

Calculo |




(8) Concavidade e pontos de inflexao

Temos que f”(x)

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

f é crescente em (-00,-1)
f é crescente em (-1,0)

|

,
1=

I

(A -17) - (40R(E-1)2x) _ 12x2 14

(@ = 1)
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(8) Concavidade e pontos de inflexao

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

100

(A -17) - (40R(E-1)2x) _ 12x2 14

2
02— 1) = e Como 12x° +4 > 0 para

Temos que f”(x)

todo x € R
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(8) Concavidade e pontos de inflexao

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

100

(A1) - (40RO -1)2x) _ 12x%+4
= (X2*1)4 7(X271)3'
todo x € R, segue-se que o sinal da derivada segunda ¢ o sinal de x> — 1.

Temos que () Como 12x2? + 4 > 0 para

Aula 22 Calculo |



(8) Concavidade e pontos de inflexao

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

100

(A1) - (40RO -1)2x) _ 12x%+4
= (X2*1)4 7(X271)3'
todo x € R, segue-se que o sinal da derivada segunda ¢ o sinal de x® — 1. Assim,

Temos que () Como 12x2? + 4 > 0 para

f'(x)>0& x < —1oux>1

Aula 22 Calculo |



(8) Concavidade e pontos de inflexao

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

100

(A1) - (40RO -1)2x) _ 12x%+4
= (X2*1)4 7(X271)3'
todo x € R, segue-se que o sinal da derivada segunda ¢ o sinal de x® — 1. Assim,

Temos que () Como 12x2? + 4 > 0 para

f'(x) >0& x<—1oux>1 e f'(x)<0e —-1<x<1.

Aula 22 Calculo |



(8) Concavidade e pontos de inflexao

Lol
: f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)
PP P PP PUPOPOPUE FOPOON 2 —
@ X

e 1
{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

(A1) - (40RO -1)2x) _ 12x%+4
= (X2*1)4 7(X271)3'
todo x € R, segue-se que o sinal da derivada segunda ¢ o sinal de x® — 1. Assim,

Temos que () Como 12x2? + 4 > 0 para

f'(x) >0& x<—1oux>1 e f'(x)<0e —-1<x<1.

Consequentemente, f é concava para cima em (—oo, —1)

Aula 22 Calculo |



(8) Concavidade e pontos de inflexao

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

100

(A1) - (40RO -1)2x) _ 12x%+4
= (X2*1)4 7(X271)3'
todo x € R, segue-se que o sinal da derivada segunda ¢ o sinal de x® — 1. Assim,

Temos que () Como 12x2? + 4 > 0 para

f'(x) >0& x<—1oux>1 e f'(x)<0e —-1<x<1.

Consequentemente, f é concava para cima em (—oo, —1), f é cbncava para baixo em (—1,1)

Aula 22 Calculo |



(8) Concavidade e pontos de inflexao

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

100

(A1) - (40RO -1)2x) _ 12x%+4
= (X2*1)4 7(X271)3'
todo x € R, segue-se que o sinal da derivada segunda ¢ o sinal de x® — 1. Assim,

Temos que () Como 12x2? + 4 > 0 para

f'(x) >0& x<—1oux>1 e f'(x)<0e —-1<x<1.

Consequentemente, f é concava para cima em (—oo, —1), f é cbncava para baixo em (—1,1) e f é
concava para cima em (1, +o0).

Aula 22 Calculo |



(8) Concavidade e pontos de inflexao

f é decrescente em (0,1)
f é decrescente em (1,+00)

{ é crescente em (-00 -1) =2
f é crescente em (-1,0) X1

(A1) - (40RO -1)2x) _ 12x%+4
= (X2*1)4 7(X271)3'
todo x € R, segue-se que o sinal da derivada segunda ¢ o sinal de x® — 1. Assim,

Temos que () Como 12x2? + 4 > 0 para

f'(x) >0& x<—1oux>1 e f'(x)<0e —-1<x<1.

Consequentemente, f é concava para cima em (—oo, —1), f é cbncava para baixo em (—1,1) e f é
concava para cima em (1, +o0).

Aula 22 Calculo |



2 2
f(x)==
X -1
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Exercicio

Seguindo o roteiro, faga um esboco do grafico de y = f(x) = x e*.
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(1) Dominio da funcao

%
f(x)=xe
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(3) Simetrias
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(4) Assintotas

%
f(x)=xe

Vamos determinar primeiro as assintotas horizontais. Observe que

im X © i
x——c0 @ X  x——c0 —@X

*

lim f(x)= Xﬂrpoo(x &) =

X——00

onde, em (x), usamos a regra de LH®dpital.
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onde, em (x), usamos a regra de LHépital. Concluimos assim que a reta y = 0 é uma assintota hori-
zontal do gréfico de f.
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(4) Assintotas

%
f(x)=xe

Vamos determinar primeiro as assintotas horizontais. Observe que

X_I. 1
— = lim

. *
li
X——oco @7 x——oco —@X

lim f(x)= Xﬂrpoo(x &) = =07,

X——00
onde, em (x), usamos a regra de LHépital. Concluimos assim que a reta y = 0 é uma assintota hori-
zontal do gréfico de f. Observe também que, limy_, ;o (x €) =+oc. A fungédo f ndo possui assintotas
verticais, pois f é continua em R.
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(5) Pontos onde a fungao nao é derivavel

%
f(x)=xe

f é decrescente em (-00 -1)
f é crescente em (-1,+00)

y
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(5) Pontos onde a fungao nao é derivavel

%
f(x)=xe

f é decrescente em (-00 -1)
f é crescente em (-1,+00)

A fungéo f é derivavel como subtracao, multiplicagao e divisao de fungdes derivaveis.
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(5) Pontos onde a fungao nao é derivavel

%
f(x)=xe

f é decrescente em (-00 -1)
f é crescente em (-1,+00)

A fungéo f é derivavel como subtragao, multiplicagao e divisao de func¢des derivaveis. Logo, o grafico
de f ndo possui “bicos” e nem pontos onde a reta tangente é vertical.
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(6) Crescimento e decrescimento

%
f(x)=xe
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Na aula passada vimos que f/(x) = (x + 1) ¥ e j& fizemos o estudo do sinal da derivada de f:

Sinal da ° 0

derivada
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Como f'(x) < 0 para x € (—oo,—1), vemos que f é decrescente em (—co, —1).
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(7) Maximos e minimos locais

%
f(x)=xe

f é decrescente em (-00 -1)
f é crescente em (-1,400)
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(7) Maximos e minimos locais

%
f(x)=xe

f é decrescente em (-00 -1)
f é crescente em (-1,400)

Sinal da ° ~ 0

derivada

1

Na dltima aula vimos que p = —1 é o Unico ponto critico de f e que, pelo teste da derivada primeira,
p = —1 é ponto de minimo local de f em R.
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Assim, f é concava para baixo no intervalo (—oo, —2) e f é concava para cima no intervalo (—2, +0).
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