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Continuidade e o Teorema do Valor Intermediario

[01] Sejam f: R — R e g: R — R fungdes continuas com f(3) = 5 e lim, 3[2 f(z) — g(z)] = 4.
Calcule g(3).

[02] Explique porque cada uma das fungdes abaixo é descontinua no ponto indicado.

(1
—, sex #1,
(a) f(z) =4 *—1 no ponto p = 1.
2, sexr =1,
\
(2% -1
, sex # —1,
(b) f(z) =4 =+1 no ponto p = —1.
2, sex = —1,

2 —2x—38

, sex #4,
(c) f(x) = r—4 no ponto p = 4.
3, se r = 4,
\
(
11—, se x < 2,
(d) f(z) = no ponto p = 2.

22 —2x, sex =2,

\

[03] Use a continuidade da func@o seno para calcular lim sen(z + sen(x)).
r—1, sex <3,

¢ continua em R.
5—x, sex >3,

[04] Mostre que a fungao f(x) = {

1+ax, sex <0,

4 seja continua em R.
>+ 2a, sex >0,

[05] Verifique se existe a € R tal que a fungao f(z) = {

[06] Determine um valor diferente de zero para a constante ¢ de modo que a fungao

{tg(c-x) sex <0

X
3-x+c% sex >0,

y=f(z) =

seja continua ponto p = 0. Justifique a sua resposta!

[07] Seja f: R — R, tal que z?-cos?(x) < f(z) < x-sen(z), Vr € (—7/2,+7/2). Mostre que f é
continua em z = 0.

[08] (a) Mostre que a funcao f(z) = 2* + 2z — 1 tem pelo menos uma raiz no intervalo [0, 1].
(b) Mostre que a fungao f(x) = 2® + 3z — 5 tem pelo menos uma raiz no intervalo [1,2].

(¢c) Mostre que a funcao f(x) = 14z cos(m x/2) tem pelo menos uma raiz no intervalo [1/2,3/2].
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[09]

[10]

[11]

[12]

Dé um exemplo de uma funcao tal que que em dois pontos distintos * = a e z = b a funcao
tem sinais contrdrios, f nao é continua no intervalo [a,b] e f possui pelo menos uma raiz no
intervalo [a, b].

Dé um exemplo de uma funcao tal que que em dois pontos distintos x = a e x = b a funcao tem
sinais contrérios, f nao é continua no intervalo [a,b] e f ndo possui raiz no intervalo [a, b].

Se uma funcao f muda de sinal quando z varia de um ponto x = a para o ponto x = b, existira
obrigatoriamente um ponto entre a e b onde a fungao f se anula? Justifique sua resposta.

Mostre que os graficos de y = f(z) =1 e y = g(x) = 2% - tg(z) tém pelo menos um ponto de
interse¢ao com abscissa no intervalo (—7/2, +m/2).



[01]
[02]

[05]
[06]

[07]

Respostas dos Exercicios

6.

(a) A func@o nao é continua em p = 1, pois nao existe lim,_.; f(z), uma vez que

lim f(z) = +oc.

r—1t
(b) A fungao nao é continua em p = —1, pois
: o2t -1 . (z=1)(z+1) _
Jim f(e) = lim == = lim ——o—— = lim (¢ —1) = =2 # 2 = f(-1).

(¢) A funcdo nao é continua em p = 4, pois

. . 2*=2x—-8 . (z4+2)(z—4) .
i fle) =l — g =i = lm(e 4 2) =6 £ 3= J(4).
(d) A funcao nao é continua em p = —, pois nao existe lim, .o f(z), uma vez que

lim f(z) = lim (2 = 22) =0# —1 = lim (1 —z) = lim f(z).

z—21 r—21 T—2~ T—2~

0.

Observe que lim, .3+ f(z) = lim, 3+ (5 —x) = 2, lim, _3- f(z) = lim, 3-(x — 1) =2 ¢ f(3) =
5—3=2. Assim,
lim f(z) =2 = f(3).

r—3

Isto mostra que f é continua em p = 3. A funcao f também é continua em pontos p < 3, pois
neste caso f(z) = x — 1 é continua como diferenca de fungoes continuas. O mesmo argumento
mostra que f é continua em pontos p > 3.

Existe: a = 1/2.
Para que f seja continua em p = 0, devemos ter lim, .o f(z) = f(0), isto é,

lim —tg(c )
z—0 x

=304+ =c
Mas, se ¢ # 0, entao

lim
x—0 €x x—0

te(c - to(c - to(c -
g(c 'T) = lim |:C' g(c :L‘):| :c.limM:c.l:c_
c-x z—=0 c-T

Sendo assim, ¢ = ¢? e, como ¢ # 0, segue-se que ¢ = 1.

Substituindo x = 0, vemos que 07 - cos(0) < f(0) < 0-sen(0), isto é, 0 < £(0) < 0. Sendo assim,
concluimos que f(0) = 0. Agora

lim (2% - cos(z)) = 0 - cos(0) =0 e lim(z - sen(z)) = 0 - sen(0) = 0.

z—0 z—0

Pelo teorema do confronto, vemos entao que lim, .o f(z) = 0. Como lim, .o f(x) = 0 = f(0),
segue-se que f é continua em x = 0.



[08] (a) A fungao f(x) = 2® + x — 1 é continua no intervalo [0,1] (pois ela é soma e produto de
fungoes continuas). Como f(0) = —1 < 0 e f(1) = 1 > 0, segue-se pelo teorema do valor
intermedidrio que f possui pelo menos uma raiz no intervalo [0, 1].

(b) A funcdo f(z) = 2® + 3z — 5 é continua no intervalo [1,2] (pois ela é soma e produto de
fungoes continuas). Como f(1) = =1 < 0 e f(2) =9 > 0, segue-se pelo teorema do valor
intermedidrio que f possui pelo menos uma raiz no intervalo [1, 2].

(¢) A fungao f(x) = 14 cos(mx/2) é continua no intervalo [1/2,2/2] (pois ela é soma, produto e
composicao de fungoes continuas). Como f(1/2) =1++/2/4>0e f(3/2) =1-3v2/4 <0,
segue-se pelo teorema do valor intermedidrio que f possui pelo menos uma raiz no inter-
valo [1/2,3/2].

2]
[09] A fungao f(z) = { > 7 70, 1o intervalo [a,b] = [-1,1]. Note que x =0 é raiz de f.
0, se x =0,
m sex #0
[10] A fungao f(z) =4 ’ o intervalo [a,b] = [—1,1].
1, se x =0,

[11] A resposta é nao. Como contra-exemplo, considere a funcao do exercicio anterior.

[12] Seja h(z) = g(x) — f(z) = 2* - tg(x) — 1. Note que h é uma fungdo continua no intervalo [0, 7/3],
pois h é soma e produto de fungoes continuas. Agora

h(0)=0% tg(0) —1=-1<0 e h(%):(g>g.tg(g>—1:”29\/§—1<o.

Segue-se entdo pelo teorema do valor intermedidrio que existe ¢ € [0,7/3] tal que h(c) = 0.
Mas h(c) = g(c) — f(c). Assim, se h(c) = 0, entao g(c) — f(c¢) = 0, isto é, g(c) = f(c).
Como o intervalo [0, 7/3] estd contido no intervalo (—7/2,+m/2), isto mostra que os graficos de
y=f(r)=1 e y=g(x) =22 tg(r) tém pelo menos um ponto de interse¢io com abscissa no
intervalo (—m/2, +7/2).
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